LE RAISONNEMENT
BAYESIEN

Spécialisé dans le traitement statistique des études cliniques,
le Département Biométrie de FOVEA vous propose
au travers de ce fascicule quelques notions simples
concernant LE RAISONNEMENT BAYESIEN.
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DES ETUDES CLINIQUES

INTRODUCTION ...

Le théoréme des probabilités condi-
tionnelles, établi par le Révérend Thomas
BAYES (1702-1761), a eété publie a titre
posthume en 1763 sous le nom de
« Probabilité des bhypothéses ». De maniere
indépendante, LAPLACE apporte des résul-
tats sur le méme sujet dans son « Mémoire
sur la probabilité des causes par les événe-
ments » publié en 1774.

Ce théoreme peut s’illustrer ainsi :
Quelle est la probabilité a posteriori

d’observer un événement A, en fonction
de sa probabilité a priori, sachant
qu’'un événement B s’est produit ?

Le théoreme de BAYES est a l'origine d’une
partie de la théorie moderne de la déci-
sion. C'est un outil de modeélisation de la
demande diagnostique du médecin. Il est
également d la base d'autres statistiques,
notamment des méthodes séquentielles
et du test triangulaire .

Probabilités
a priori et a posteriori

La portée pratique du rai-
sonnement bayesien peut
étre illustrée au travers des
exemples ci-aprés.

Sachant que la prévalence de
I’hépatite C est en France de
1% (1995), un médecin peut
supposer qu’il y a une chan-
ce sur cent pour que le pro-
chain patient entrant dans
son cabinet soit VHCH, si
bien sir sa clientéle est a
l'image de la population fran-
caise. Dans le cas ol ce
patient est un enfant de 10
ans, la probabilité qu’il soit
VHC+ tombe a environ
0,001%. Si par contre, ce
patient est toxicomane, usa-
ger de drogues par voie
intraveineuse depuis plus de
5 ans, les données épidémio-
logiques indiquent une pro-
babilité¢ d’étre VHC+ supé-
rieure a 50%. A l'inverse, s'il
s’agit seulement d’un adulte
asthmatique, le médecin peut
maintenir son estimation du
risque a 1%, en effet il n’y a

pas de relation entre lasth-
me et le statut VHC.

Dans ces trois exemples,
deux apportent des informa-
tions complémentaires - age
égal a 10 ans et toxicomanie
- pouvant modifier la proba-
bilité de 1% d’étre VHC+. Le
troisieme exemple - adulte
asthmatique - n’apporte pas
ce type d’information.

Le calcul de la probabilité
conditionnelle permet de
déterminer de nouvelles
probabilités d’étre VHC+, en
tenant compte, dans les
deux premiers exemples,
des informations com-
plémentaires modifiant
la probabilité initiale. Le
troisieme exemple illustre la
notion d’indépendance
de deux événements : asth-
me et statut VHC.

Le raisonnement se décline
ainsi en 2 étapes :

M |*~ étape : Elle comporte
une certaine incertitude
quantifiée par une probabi-
lité a priori. « A priori » signi-
fie qu’il s’agit d'une proba-
bilit¢ avant information
complémentaire correc-
tive : P (VHC+) = 1%.

B 2° étape Apres
recherche d’informations
complémentaires, la probabi-
lit¢ peut étre affinée. Cette
probabilité affinée est la
probabilité a posteriori :
P (VHC+) = 0,001% dans le
cas d'un enfant de 10 ans,
P (VHC+) = 50% dans le cas
d’un adulte toxicomane.

Dans ces exemples, on passe
d’une probabilité a priori,
primaire ou pré-test, équi-
valente a la prévalence de
la maladie observée dans
la population générale, a
une probabilité condi-
tionnelle. La probabilité a
priori n’est dépendante
d’aucun facteur, c’est une
probabilité non condi-
tionnelle. Croisée avec la
probabilité d’'un ou de plu-
sieurs facteurs, cette proba-
bilit¢ a priori devient une
probabilité conditionnel-
le, a posteriori, secondaire
ou post-test.

Cette probabilité condition-
nelle correspond par consé-
quent a une révision de la
probabilité a priori a travers
« le filtre » d’un ou de plu-
sieurs  facteurs, censée
apporter une plus grande
exactitude aux données étu-
diées.



Probabilité
conditionnelle

La probabilité conditionnelle
de survenue d’un événement
A, sachant que I'événement B
s’est produit, est définie par :

pas) =LA /)D(epf)B

P (A/B) est la probabilité a
posteriori de A sachant que B
s’est produit. P (A et B) est la
probabilit¢é que A et B se
produisent simultanément.
P (B) est la probabilité a prio-
ri de B.

La formule donnant P (A/B)
peut également s’écrire :

P(A et B) = P(A/B) x P(B)

En échangeant A et B dans la
formule ci-dessus, le [I*
terme reste inchangé : (A et
B) = (B et A) et la formule
devient :

P(B et A) = P(BIA) x P(A)

P (B/A) est la probabilité a
posteriori de B sachant que A
s’est produit. P (A) est la
probabilité a priori de A avant
que I'on sache si B s’est pro-
duit ou non.

D'ou :

P(A et B) = P(A/B) x P(B)
= P(BIA) x P(A)

La symétrie de la notation
correspond a des modes dif-
férents de recueil de [lin-
formation. Par exemple,
P (VHC+/Toxicomanie) peut

étre déterminée dans la
population de toxicomanes
chez lesquels on détermine
le statut VHC alors que
P (Toxicomanie/VHC+) sera
calculée dans une population
de patients VHC+ chez les-
quels on recherche une
éventuelle toxicomanie.

Indépendance
de ’information

M 1%~ définition

« Deux événements,A et
B, sont dits indépendants
lorsque la connaissance
de la survenue de I'un
d’entre eux n’apporte
aucune d’information sur
la probabilité de surve-
nue de l'autre. »

Ainsi,un événement A est dit
indépendant d’'un événement
B lorsque la connaissance de
la survenue de I'événement
B ne modifie pas la probabili-
té de I'événement A. Dans
'exemple 3 ci-avant, 'asthme
et le statut VHC sont deux
événements indépendants.
En effet, savoir que le patient
présente I'une de ces affec-
tions n’apporte aucune infor-
mation sur sa probabilité de
présenter l'autre.

Donc, la probabilité a
priori de A est identique a
la probabilité a posteriori
deA.

B 2éme définition

« Deux événements,A et
B, sont indépendants

lorsque la probabilité de
survenue de ’événement
(A et B) est égale au pro-
duit des probabilités de
survenue de A et de sur-
venue de B.»

Ces définitions se traduisent
toutes deux par une formule.

La I¢¢ définition de lindé-
pendance de A et B s’écrit :

P(A/B) = P(A)

La seconde définition s’écrit :

P(A et B) = P(A) x P(B)

En pratique, on en déduit
que si 'on démontre que A
n‘apporte pas d’information
sur B, on démontre alors
par réciprocité que B n’ap-
porte pas d’information sur
A. Dans l'exemple VHCH+,
savoir que la probabilité
d’étre VHC+ est la méme
chez les asthmatiques, c’est
automatiquement en déduire
que la probabilité d’asthme
est la méme chez les patients
VHC+ et les patients VHC-.

Formulation du
théoréeme de BAYES

Le théoréme de BAYES
découle directement de la
définition de la probabilité
conditionnelle. Il vise a calcu-
ler la probabilité a posteriori
d’un événement en fonction
de la probabilité a priori de ce
dernier. « A priori » et « a pos-
teriori » s’entendent par rap-
port a la connaissance d’une
information.
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Lidée de base du théoreme
de BAYES est de calculer la
probabilité a posteriori d’'un
événement A, en fonction de
sa probabilité a priori, sachant
qu'un autre événement B
s’est produit. On cherche
donc a exprimer P (A/B) en
fonction de P (A).

Si A et B sont indépendants,
ona:

P(A/B) = P(A)

Si A et B ne sont pas indé-
pendants, c’est-a-dire si B
apporte une information :

P(AIB) = P(A) et P(AIB) = P(A/B)

B :Non réalisation de I'évé-
nement B

La probabilité a posteriori de
A sera différente selon que
'on dispose de l'information
que B s’est produit ou que B
ne s’est pas produit.

On peut écrire :

PlATE) = P(/)J (e;)B) _ P(B/AF))()’;)P(A)

P (B) peut s’écrire P (B et A)
+ P (B et A).

En effet, si les éléments A et
A sont mutuellement exclu-
sifs, la probabilité de B peut
étre la somme des probabili-
tés composées de B et de A.

On peut donc écrire :

P(B/A) x P(A)
(B etA) + P(B etA)

PIAIB) =

De plus :

P(B et A) = P(BIA) x P(A)
t
P(B etA) = %(B/ﬂ) x P(A)

Le théoréme de BAYES
s’écrit :

P(A/B) =

P(BIA) x P(A)
P(BIA) x P(A) + P(BIA) x P(B)

lllustration pratique
du théoréme de base

Supposons que A soit I'évé-
nement « Atteint de la mala-
die M » et que B soit I'évé-
nement « Positif pour le test
diagnostique D », le théore-
me de BAYES permet de cal-
culer la probabilité pour
qu’un patient positif pour
le test diagnostique D
soit atteint de M, en fonc-
tion de la probabilité (ou
fréquence) de la maladie
M dans la population.

En notant M le fait_d’étre
atteint de la maladie, M le fait
de ne pas en étre atteint, D*
celui d’étre positif pour le
test diagnostique et D" d’étre
négatif, on obtient :

PMID) =

POIMIXPM)
P(D'IM) x P(M) + P(D'IM) x P(M)

Il sera possible de calculer la
probabilité recherchée si 'on
connait la fréquence de
sujets positifs chez les
malades [P (D*/M)] et les
non malades [P (D*/M)], ce
qui pose les limites du rai-
sonnement bayesien.

Les conditions du rai-
sonnement bayesien

Le raisonnement bayesien
s’applique a des proposi-
tions dites « catégo-
rielles », c’est-a-dire dis-
tinctes les unes les autres
sans dimensions intermé-
diaires.

Lutilisation du théoréme de
BAYES implique le respect
de 3 conditions, qui en pra-
tique limitent son usage.

B Exclusion réciproque
des informations et
des hypotheéses diagnos-
tiques

La présence de la maladie M
exclut I'absence de la mala-
die M et réciproquement.

B Exhaustivité des hypo-
théses

La liste des événements pos-
sibles, par exemple celle des
hypothéses diagnostiques
proposées, doit inclure
toutes les éventualités de
sorte que la somme des pro-
babilités respectives soit
égale a |.

M Indépendance mutuel-
le des informations dont
les effets sont analysés
par le théoreme de
BAYES

Deux événements sont dits
indépendants quand la pro-
babilit¢ de l'un n’est pas
modifiée par la présence ou
I'absence de l'autre.
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Limites au raisonne-
ment bayesien

Si I'intérét du raisonnement
bayesien est de rendre expli-
cites des informations incer-
taines ou approximatives,
certains auteurs en ont fixé
les limites.

B 1% limite

Les limites du raisonnement
bayesien relévent de Pim-
précision de linforma-
tion clinique et épidé-
miologique et plus encore
de linsuffisance métho-
dologique (Berwick et
coll., 1981).

Linformation dont dispose le
médecin est incertaine ou
supposée telle pour les 3
composantes de la formule
bayesienne :

- La probabilité primaire,

- La probabilité du signe dans
la maladie cherchée,

- Et surtout la probabilité du
signe parmi les patients qui
nont pas la maladie cher-
chée (Schwartz, 1979).

W 2°™ limite

La condition d’indépen-
dance des probabilités
conditionnelles quand plu-
sieurs signes ou tests sont
exploités conjointement est
nécessaire.

B 3% limite

- Raisonnement probabi-
liste impropre a la décision
médicale (Redelmeier et
Tversky, 1990)

- La critique qui est faite de
approche probabiliste est
qu’elle n’'offre aucune cer-
titude alors que la décision
prise ou proposée par le
médecin doit étre définie et
précise (Kora, 1975 -
Kassirer et Pauker, 1981)

- Le concept de probabi-
lité dans le sens d’une esti-
mation du degré de certitu-
de ou d’incertitude n’est pas
d’usage courant dans le
langage clinique ni dans
le raisonnement déci-
sionnel (Sox, 1986)

Conclusion

En conclusion, malgré les
contraintes d’utilisation et
les réserves de ses détrac-
teurs, l'intérét du raisonne-
ment bayesien est de
rendre explicites des

informations man-
quantes, incertaines ou
approximatives.

Lorsque les adversaires du
raisonnement bayesien invo-
quent que ce dernier est
impropre a la décision médi-
cale, dans la mesure ou
« toute approche probabilis-
te est dénuée de sens pour
chaque patient dans sa singu-
larité (Redelmeier et Tursky,
1990) », ils oublient bien sou-

vent que le médecin ne peut
résoudre son incertitude
diagnostique qu’au travers de
'expérience des autres.

L'expérience ainsi que
les fréquences observées
constituent les bases de son
raisonnement et de sa déci-
sion. C’est en fonction de ces
probabilités qu’il impose a
son patient les risques d’un
diagnostic et des prescrip-
tions en découlant.

Dans la majorité des situa-
tions banales, les consé-
quences des décisions du
médecin  sont  jugées
mineures et les décisions
intuitives ont le mérite de la
rapidité et souvent celui de
Iefficacité. Par contre, c’est
dans les décisions graves et
difficiles que I'analyse explici-
te du raisonnement prend
toute sa valeur.

« Il n’en reste pas moins
qu’aucune décision n’est
anodine : méme les décisions
les plus « bénignes » en
apparence gagnent a étre
éclairées par un raisonne-
ment rationnel et explicite. »
(Timmerman, 1994)
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